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 Motivação
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 Sugerir, através de reflexões simples:

  a) uma relação entre dimensões de sinais e graus de liberdade

  b) evidências de que cognição animal precisa filtrar dimensões

  c) utilidades de (a) e (b) em aprendizado de máquina
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Sobre percepção, cognição e modelagem do mundo ao redor

 Cognição – do Latim cognitionem. 
Com o tempo, seu sentido foi estendido para incluir percepção.
(Fonte: Online Etymology Dictionary, https://www.etymonline.com/word/cognition)

A percepção do mundo ao redor é feita através de sensores que 
captam sinais.

→ A cognição se inicia na percepção de sinais, através de 
sensores.
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NEURÔNIOS
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Sobre percepção, cognição e modelagem do mundo ao redor

 
Neste exato instante, cada um de nós está recebendo muitos 
sinais simultâneos

          de funcionamento de órgãos internos
                            

de luz
         de som

de temperatura
 de odor

         de paladar      ...
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Sobre percepção, cognição e modelagem do mundo ao redor

 Caenorhabditis elegans

primeiro organismo multicelular a ter seu 
genoma completamente sequenciado (1998)

302 neurônios 
responsável pela quimiotaxia (movimento guiado por pistas 
químicas, ou seja, essencialmen cheirando).

Fonte: 
https://en.wikibooks.org/wiki/Sensory_Systems/Introduction
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Sobre percepção, cognição e modelagem do mundo ao redor
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Questão fundamental (Q0): 
       Quantos exemplos (observações) são necessárias para que  um 
                                                                          ser cognitivo 
                                                                          “entenda” algo?

 Entender: ajustar e/ou 
 reconhecer  um 
 modelo de causa-efeito 

?
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 Um exemplo emblemático da era “Deep Learning”: 

Problema 'real' da 
classificação de imagem (mini-fotos)

Base CIFAR-10 (Canadian Institute
for Advanced Research) :

60.000 imagens, 32x32 pixels coloridos cada

Cada imagem – um ponto num espaço 
com 3072 dimensões  (32 x 32 x 3)

5.000 imagens rotuladas para se aprender
a reconhecer cada uma das 10 classes!

                
                        SUFICIENTES?
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 Fundamentos
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 Liberdade
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 Conceito mal definido...
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Liberdade



Graus de 
Liberdade
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 buscando uma definição tão simples quanto possível... 

Conceito que pode ser 
bem definido.
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Graus de Liberdade
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1 grau de liberdade →  Liberdade de ação em apenas uma 
direção

1 régua contínua de posições possíveis
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Graus de Liberdade
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2 graus de liberdade →  ação livre em duas direções

2 réguas contínuas
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Graus de Liberdade
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 A rainha pode se mover livremente ao longo de qualquer 
uma das réguas, incluindo nas duas, simultaneamente.

2 réguas discretas de posições

Quantos graus de liberdade?
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Graus de Liberdade
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O bispo só pode se mover ao longo de uma das diagonais, 
a cada movmento 
(nunca nas duas diagonais ao mesmo tempo!)
Ainda temos 2 réguas discretas, mas há mais restrições de 
movimento 

Quantos graus de liberdade?
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Graus de Liberdade
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Se P(A) = P(B) = 0.5 → 1 grau de liberdade

Se P(A) = 1 e P(B) = 0 → 0 graus de liberdade (ou ausência 
de liberdade de escolha)

… e se P(A) = 0.9 e P(B) = 0.1?

Lado A Lado B

De volta ao simples. Ainda mais simples… 1 régua com 
apenas duas posições: A e B
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Graus de Liberdade
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Duas definições consistentes com essa expectativa: 
   Graus de liberdade = -log2 (P(A)2 + P(B)2)                   entropia de colisão

    ou entropia quadrática

e

   Graus de liberdade = -P(A) log2 (P(A)) - P(B) log2 (P(B))     entropia de Shannon

Lado A Lado B

A resposta deve estar entre 0 e 1 graus de liberdade...
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Graus de Liberdade
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Para a estimação das probabilidades P(A) e P(B), precisamos de N » 2 
observações independentes (dados).

Lado A Lado B

Para o cálculo do grau de liberdade com apenas dois lados/estados em uma 

direção (uma dimensão), precisamos conhecer as probabilidades P(A) e P(B).  
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Uma breve reflexão sobre espaços mal preenchidos com pontos 
(observações/amostras):

1 dim., 2 pontos

2 dim, 4 pontos

3 dim., 8 pontos,…  D dim., 2D pontos  ← Poucas observações 

Uma dimensão0

Apenas dois pontos

Apenas 
quatro  pontos



Graus de Liberdade
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     0     0     0     0     0     0     0     0
     0     0     0     1     0     0     0     0
     0     0     1     1     0     0     0     0
     0     0     0     1     0     0     0     0
     0     0     0     1     0     0     0     0
     0     0     0     1     0     0     0     0
     0     0     1     1     1     0     0     0
     0     0     0     0     0     0     0     0

Imagem como matriz (8x8 = 64 pixels)

Cada pixel como uma direção com 
dois lados

Lado 0 Lado 1
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Graus de Liberdade
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     0     0     0     0     0     0     0     0
     0     0     0     1     0     0     0     0
     0     0     1     1     0     0     0     0
     0     0     0     1     0     0     0     0
     0     0     0     1     0     0     0     0
     0     0     0     1     0     0     0     0
     0     0     1     1     1     0     0     0
     0     0     0     0     0     0     0     0

Cada pixel como uma direção com 
dois lados

Lado 0 Lado 1

64 dim., 264  ~ 1.8x 1019  ← Poucas observações (!?!)

Imagem como matriz (8x8 = 64 pixels)
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 Algumas premissas 
e mais questões

Grupo BioChaves



Premissas razoáveis:

P1: A cognição é ajustada a partir de exemplos (aprendizado)

P2: Os exemplos devem ser em número e diversidade suficiente para que as leis 
de formação dos exemplos sejam aprendidas

P3: Mesmo os seres primitivos com algum poder de adaptação ao ambiente 
possuem sensores (e.g. químicos, mecânicos, elétricos, eletromagnéticos)

P4: Cada sensor pode ser visto como uma dimensão de medida. 
Por exemplo, cada bastonete no olho humano mede intensidade luminosa.

P5: O número de sensores – portanto a dimensão aparente de medidas do mundo 
ao redor – é muito alto. Por exemplo, no olho humano, são encontrados 100 
milhões de bastonetes. 

P6: Mesmo os 302 neurônios da C. Elegans, se forem considerados como 
dimensões independentes de percepção, demandariam a coleta de muito mais de  
2302 padrões do ambiente desse animal primitivo.   
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Como é possível qualquer animal (ou vegetal) aprender 
algo sobre o mundo ao redor, se a quantidade de 

observações necessárias a isso parece ser sempre 
inviável (absurdamente grande)?



Resposta hipotética: 
Apesar das altas dimensões aparentes, as dimensões 

intrínsecas dos fenômenos observados são muito 
menores, pequenas o suficiente para que as 

observações feitas pelos indivíduos sejam suficientes 
ao aprendizado.

Notas importantes: 

  -  A dimensão aparente é determinada, em parte, pelo observador

  - A dimensão intrínseca do fenômeno é determinada pelos graus de 
    liberdade do fenômeno observado.
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 Evidências
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Problema:  
4096 sensores simultâneos 
de intensidade 
luminosa monitoram 
pontos de um ''processo''. 

Em quatro instantes 
diferentes, foram 
coletados os seguintes 
perfis de medidas →  

Alguma anomalia 
perceptível? 

Instante 
1
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2

Instante 
3

Instante 
4
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1
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29

Uma “pegadinha”: 

De fato, os dados foram coletados de 4096 sensores simultâneos de intensidade 
luminosa. 

Mas esses sensores fazem parte de uma única câmera digital.

Assim, as 4096 medidas podem ser apresentadas como uma imagem com 64x64 
níveis de cinza.
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E agora?
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Questões para reflexão: 

a) por que a anomalia é 
perceptível na 
representação 
da direita, mas não na 
da esquerda? 

b) quantos graus de 
liberdade  
(aproximadamente)  
têm as 4096 medidas?
(fotos tiradas de vários 
pontos 
de vista e vários níveis de 
iluminação da mesma 
estátua)

c) Há alguma relação entre 
as questões (a) e (b)?

E agora?
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Onde está a 
anomalia?Rosto médio
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Onde está a 
anomalia?Rosto médio

Questões:

a) Se nenhum rosto é igual ao rosto 
médio, então por que apenas um 
é anômalo.

b) Quantos graus de liberdade 
na geração dos rostos?

c) Qual a relação entre (a) e (b)? 33



Distorção A

Distorção B

Questões:

a) Qual a maior distorção, 
em termos de 
deslocamento de traços?

b) Qual delas parece anômala?

c) Onde está guardada a regra 
que faz com que a platéia 
(geralmente) concorde? 

Qual das duas distorções é percebida como anomalia, A ou B?
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 Dependências geram 
estruturas com baixas 
dimensões intrínsecas 
– ilustrações simples
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Observe cada blocos de 3 pixels (em escala de cinza) e tente inferir se há 
dependência entre os sorteios aleatórios (ou os pixels): 

Fonte 
Aleatória

1 observação =
3 números

entre 0 e 255

64 observações

Atenção: Esta 
máquina pode ter 
sido adulterada!
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Olhe novamente: outra representação dos mesmos 64 blocos de 3 pixels (64 
amostras 3-D). 

A dependência (lei de formação) é melhor 
percebida?

Fonte aleatória

1 observação = 
3 números 
sorteados

64 observações

Conclusão: restrição (dependência) → Estrutura (manifold)
Dá para perceber o tamanho da estrutura? 37



Fonte aleatória

E agora?

Questões: 3000 amostras no espaço 3-D
a) são suficientes à cognição de alguma lei de formação? 
b) se sim, essa quantidade suficiente depende da estrutura (manifold) 
formado? 38

3000 observações



3000 amostras

Nesta ilustração: 
Dimensão Intrínseca (DI) = 1 (pois a estrutura percebida pode ser cortada e 

 esticada em uma linha) 
Entropia Diferencial (ED)   ~ log(comprimento da “linha” em zig-zag)

Variedades matemáticas (Manifold, em Inglês), conceito teórico sistematizado por B. 
Riemann. 39



E se... fossem blocos de 4096 (64x64) pixels em escala de cinza (0 a 255): 

Fonte aleatória

de blocos com
64x64 pixels

698 observações

(Obs.: apenas 64 
das 698 imagens 
são mostradas ao 
lado)



... ou ainda blocos de 1024 (32x32) pixels em escala de cinza (0 a 255): 

Fonte aleatória

de blocos com
32x32 pixels

50000 observações

(Obs.: apenas 64 
das 50.000 imagens 
são mostradas ao 
lado)



Conjecturas 

Mais conjecturas
A cognição e a percepção de leis de formação são fortemente relacionadas 
(possivelmente idênticas, mas isto é tema para filósofos...)

Leis de formação em sinais reais geram estruturas (manifolds)

O que fazer para começar a entender a cognição?
● Medir as variedades (dimensão intrínseca, volume, curvatura  etc.)
● Modelar as variedades
● Desenrolar as variedades (representação da essência dos sinais)

sinais reais
(medidas reais)

grandes dimensões aparentes 
com 

muitas dependências entre medidas   

poucos graus de liberdade relevantes 
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“(…) it is still not fully understood why 
deep learning works so well. In 
contrast to GOFAI (“good old-
fashioned AI”) algorithms(...)”

Quem também andou pensando assim?
_________________________________________________________
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Como medir as estruturas a partir das 
observações?

- dimensão intrínseca 
- volume (ou entropia diferencial)

Grupo BioChaves



 Box-counting
(teoria de fractais) 

Dimensão de correlação
(contagem de coincidências)
 Grassberger-Procaccia, 

Distâncias geodésicas (grafos)

Análise PCA local

(mais métodos)... 

Estimadores de dimensões intrínsecas
_________________________________________________________

 2017

 1983



Uma (meta) coincidência de métodos

1981
1983                    
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Questão: Qual o ponto comum entre os métodos?
 

       S-.K. Ma                                           P. Grassberger e I. Procaccia
Entropia diferencial                                          Dimensão intrínseca     

contagem de coincidências                         

Num espaço métrico: contagem de vizinhos (observações 
“coincidentes”) para uma vizinhança de tamanho variável 

Estimadores baseados em contagem de coincidências
_________________________________________________________
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Aviso de auto-propaganda
no próximo slide!
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Problemas de viés nos estimadores
_________________________________________________________

Problemas à vista…

Para a estimação de dimensão, 
esse viés já tinha sido modelado 

desde 1988, por L. A. Smith 
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Experimentos
com

Imagens



DI  11 Comp. 
de viés DI  14

Nota: 214 = 16.384 

Base CIFAR-10: total de 50.000 
imagens
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DI  9.6 Comp. 
de viés DI  12

Nota: 212 = 4.096 

Base COCO 2017 Val: 
total de 5.000 imagens
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Experimentos
com

Vozes humanas



Conjunto de dados públicos de falas masculinas e femininas
 em português brasileiro

Padrões de 18 Coeficientes Cepstrais de Frequência Mel (MFCC) 
Representando intervalos de 25 ms
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Experimentos
com

Nariz Eletrônico



Nariz com 10 sensores (8 do tipo MOX mais sensores de temperatura 
e umidade), expostos a 7 misturas controladas de carne bovina e 
suína. Base usada e publicada por

log2(r)

log2(C(r))

0 2 4 6 8

-15

-10

-5

0

2D
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104
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Nariz com 11 sensores (9 do tipo MOX mais sensores de temperatura e umidade), expostos ao 
ambiente rotineiro de uma cozinha doméstica (Projeto DomOdor – UFS, 2019 - 2022) .

log2(r)

log2(C(r))

5D
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Experimentos
com

Textos



1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5
-15
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5

10

Conjunto de dados Newsgroups, onde cada uma de 16242 postagens 
(textos em linguagem natural) foi codificada como um vetor binário 
100D, onde a ocorrência de 100 palavras mais relevantes. 

log2(r)

log2(C(r))

 https://cs.nyu.edu/~roweis/data/

6D
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Experimentos com a base de sinais 

KU-HAR: An Open Dataset for Human 
Activity Recognition
DOI: 10.17632/45f952y38r.5



Experimentos com a sinal de 
caminhada

Sinal escolhido:  '1037_L_1_0.csv' 
(classe walk)



Apenas sinais de acelerômetro → 3 dimensões aparentes
Número de observações > 2386 pontos no 3D
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Instante 
de observação → ponto: [x1 x2 x3]
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Apenas sinais de giroscópio → 3 dimensões aparentes
Número de observações > 2386 pontos no 3D
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Fusão de 3 sinais de acelerômetro com 3 sinais de giroscópio → 6 dimensões aparentes
Número de observações > 2386 pontos no 6D  (necessidade de compensação de viés)

Atenção: intensidades das duas fontes de sinais foram equalizadas! 
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Número de observações: 
N = 2384 pontos 

Janela: M=2 → 2384  pontos no 12-D  
(necessidade de compensação de viés)
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log2(C(r))

DI  3.7
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Janela de M instantes de observação →  [ x11 x12 x13 x14 x15 x16

           x21 x22 x23 x24 x25 x26

…
      xM1 xM2 xM3  xM4 xM5 xM6 ] 

Ponto no R6xM : →  [x11 x12 x13 x14 x15 x16 x21 x22 x23 x24 x25 x26 … xM3  xM4 xM5 xM6 ] 
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Número de observações: 
N = 2381 pontos 

Janela: M=5 → 2381  pontos no 30-D  
(necessidade de compensação de viés)
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Janela: M=10 → 2376  pontos no 60-D  
(necessidade de compensação de viés)
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Janela: M=25 → 2361  pontos no 150-D  
(necessidade de compensação de viés)
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Janela: M=50 → 2336  pontos no 300-D  
(necessidade de compensação de viés)
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Janela: M=100 →  2286 pontos no 600-D  
(necessidade de compensação de viés)

log2(r)

log2(C(r))

DI  6.0

ED  19 bits

DI  7

ED  15.3 bits

Comp. 
de viésb

h

tg(b)  6.0 
h    19

Janela de M instantes de observação →  [ x11 x12 x13 x14 x15 x16

           x21 x22 x23 x24 x25 x26

…
      xM1 xM2 xM3  xM4 xM5 xM6 ] 

Ponto no R6xM : →  [x11 x12 x13 x14 x15 x16 x21 x22 x23 x24 x25 x26 … xM3  xM4 xM5 xM6 ] 
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Experimentos com a sinal de repouso

Sinal escolhido:  '1075_F_1.csv' 
(classe lay)



Fusão de 3 sinais de acelerômetro com 3 sinais de giroscópio → 6 dimensões aparentes
Número de observações > 2500 pontos no 6D  (necessidade de compensação de viés)

Atenção: intensidades das duas fontes de sinais foram equalizadas! 

log2(r)

log2(C(r))

DI  4.5

ED  5 bits

        

DI  5

ED  1.8 bits

Comp. 
de viésbh

tg(b)  4.5 
h    5
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Número de observações: 
N = 2499 pontos 

Janela: M=2 → 2499 pontos no 12-D  
(necessidade de compensação de viés)

log2(r)

log2(C(r))

DI  6

ED  8 bits

                        

   

DI  7

ED  4.3 bits

Comp. 
de viésb

h

tg(b)  6
h    8
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Número de observações: 
N = 2496 pontos 

Janela: M=5 → 2496 pontos no 30-D  
(necessidade de compensação de viés)

log2(r)

log2(C(r))

DI  9.5

ED  15 bits

                        

   

DI  12

ED  10 bits

Comp. 
de viésb

h

tg(b)  9.5
h    15
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Conclusões parciais

1. Em todos os fenômenos, as dimensões intrínsecas são pequenas.

2. No caso das imagens, as DI encontradas foram menores que 15D 

3. Sinais de voz, e-noses e linguagem natural resultaram em DI ainda menores.

4. Os sinais de acelerômetros e de giroscópios são parcialmente redundantes, pois:

Sem redundância 6-D aparentes →  DI = 6
Sinal da classe walk 6-D aparentes →  DI estimada = 4
Sinal da classe lay 6-D aparentes →  DI estimada = 5
(As redundâncias estão mais evidentes nos sinais de caminhada)

5. Acelerômetros e giroscópios, juntos, “veem” instantaneamente uma estrutura com 
menos 6-D, embutida num espaço 6-D.

6. Ao longo do tempo, o sinal da classe walk possui memória de 25 a 50 instantes 
de tempo.

7. A estrutura implícita toda (considerando dependências temporais também) possui 
em torno de 7 dimensões.
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